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��� ������	 
���� ������������ ������ �� ��� ��
�� �� ��������� ���
	����� �	������ ��� x = (x1, x2, z) �� � ����� �� R

3� a = (a1, a2, 0) ���
h = (h, 0, 0) ��� ��	� h ≥ 0� �� ������� �� ��
��� 	���
	 �
�����
��� ���� ���� z ≤ 0 ��� ��� q(x) ��������� ��	� ��
��� �������� �� ���
	���
	 ����� ���� 	�������� � �
	����

z

aa− h a+ h
������ �����	��

��� 	���
	 �� ������ �� �� ��
��� ����� ��������� �� a − h� ��� ���
	���
	 ��������� Ua �� 	���
��� �� ��� ����� ��
����� ������� a + h�
��� ����� a �� ��� ��
����� z = 0� ��� ���� �� �� ������ ��� ��
���
�������� q(x) ����� Ua(a+ h, t) ��� ��� a �� z = 0 ��� ��� ��� ��	� t�

�	�
	�����
 ��� ���������

����� � ���� ���
�� q = q(x) �� z ≤ 0 ������������ ��� ��
��� �������� ��
��� 	���
	� �	�� � ��
��� ���� �� x = a−h� ����������� �� Ua(x, t)�
 � �� !���� ���� Ua �����"�� ��� ��������� #$%&

Ua
tt −ΔxU

a − qUa = 0, x ∈ R
3, z ≤ 0, t ∈ R �'�

∂zU
a(x, t) = δ(x− a+ h, t), {z = 0}, t ∈ R �(�

Ua(x, t) = 0, x ∈ R
3, z ≤ 0, t < 0 �)�

�� �*���� Ua �� �� ���� �
����� �� z� ����� V a� ����

V a
tt −ΔxV

a − qV a = δ(x− a+ h, t), x ∈ R
3, t ∈ R. �+�

V a(x, t) = 0, x ∈ R
3, t < 0. �,�

-���� ��� .����������� ���� �*�������/ �����0
�� �� ���

V a(x, t) =
1

4π

δ(t− |x− a+ h|)
|x− a+ h| + va(x, t),

����� va(x, t) = 0 �
����� �� ��� ��� t = |x − a+ h| ��� ������ �� �� ���
���
���� �� ��� ��
���� ������	&

vatt −Δxv
a − qva = 0, x ∈ R

3, t ≥ |x− a+ h| �1�

va(x, |x− a+ h|) = 1

8π

∫ 1

0

q(a− h+ s(x− a+ h))ds, x ∈ R
3 �2�

��	��	� �	�����


����� �������� ����� q(x)� �����	��� va(x, t)�

�������� 3����� 	���
�� q �������� ��� ������� 	���
��	���� �� ��
	�!� ���

va(a+ h, t), a ∈ {z = 0}, t ∈ R.

����	�� �	�����

��	���� �������� ����� 	���
��� ���� va(a + h, t)� �� ��� ��4����
q(x) 
��0
�5  ��� ����� ��� ���
����� �� �1�6�2� va1 ��� va2 ���� ����� ���
��	� 	���
��� ���� va1 (a + h, t) = va2 (a + h, t)� ��� ��� ������������
��4����� q1 ��� q2 �0
�� �� ����5

�� ����������� ����� �� ��0
��� ��� �������� �� ��� ��������� ������	&

������� �� �� va1 (a+ h, t) = va2 (a+ h, t) ��� ��� a ∈ {z = 0} ��� t ∈ R	


��� q1 = q2 ������� 
���� �� � ����
��
 C	 ���������
 �� z ���� 
��


‖∇x(q1 − q2)(·, z)‖L2(R2) ≤ C‖(q1 − q2)(·, z)‖L2(R2), ∀z ∈ (0, 1], �7�

����� ∇x = e1∂1 + e2∂2	 
�� �������
 �� 
�� ���
 
�� ��������
���

������

�������� ����� va(a+ h, t) ��� 0 ≤ t ≤ 2τ � ��� ��� #$% �1�6�2��

����� 8��� ��� ��4���� q(x) �� 
��0
� ��� ��� va(a + h, 2τ)� ���� ���
	�� F : q(x) �→ va(a+ h, 2τ) �� ��9������

���� �� :��	
���� ��� #$% �� � �������� �� ��� ���
����� ���� ��� ��	�
��
����� ����� W a = V a

1 − V a
2 � ����� p = q1 − q2� ���� ������ ��

�������� ��� W a�

����  � $����� �� �������� ��� � 	��� ���
� �������� �� p� M(p) �� ���	�
�� p ���

∫ ∇xp�

���� !� -�� ����� ' ��� ( �� ����	��� M(p) ���
∫ ∇xp �� ���	� �� p ���∫

p� ���� 
�� ��������;� �� �����	��� p = 0� ���� q1 = q2�

���� �� ��� ���������

��� W a = V a
1 − V a

2 ����� V a
1 ��� V a

2 ����� �+�6�,�� ����

W a(a+ h, 2τ) =
1

16π2

∫
R3

p(x)δ(ϕ(x))dx+

∫∫
E(a,τ)

p(x)k(x)dx, �<�

����� k �� �	���� ��� ϕ(x) ���������� ��� ���������&

E(a, τ) = {0 ≤ ϕ(x)}
= {x ∈ R

3 : |x− a+ h|+ |x− a− h| ≤ 2τ}

aa− h a+ h

√
τ2 − h2

���� �� ���� ����� ������� 

�� �� ������� ��� "��� �������� �� �<� �� � /	��� ���
�/ ���������

(Mp)(a, τ) =
1

16π2

∫
∂E(a,τ)

p(x)

|∇ϕ(x)|dSx.

��!��� � ���������� �� σ =
√
τ2 − h2� �� �� �*���� ��� ���
� �� p �� ���

����� ���� �� ��� ���������� a+ σe3� ��� ��� ��� ��������� ����	���

|p(a+ σe3)|2 �
∣∣∣∣ ∂

∂σ
(Mp)(a, τ)

∣∣∣∣
2

+

∫
∂E(a,τ)

|∇yp(x)|2√
σ2 − z2

dSx. �'=�

���� !� ���������

��� W a = 0 ���� V a
1 = V a

2 � �� "��� ����	���

∣∣∣∣ ∂

∂σ
(Mp)(a, τ)

∣∣∣∣
2

�
∫
∂E(a,τ)

|p(x)|2dSx.

��
� ���	 �'=�� �� ���

|p(a+ σe)|2 �
∫
∂E(a,τ)

|p(x)|2dSx +

∫
∂E(a,τ)

|∇xp(x)|2√
σ2 − z2

dSx �''�

��� P (z) =
∫
R2 |p(x, z)|2dx� ���� ���	 ��� ����	���� �7� ��� �''�� �� ���

P (σ) ≤ C

∫ σ

0

P (z)dz ∀σ ∈ (0, 1].

:��	 ��������;� ���0
������ ���� ����� ���� P (σ) = 0� �	������ p = 0 ����
q1 = q2�

����	� �	" ��� #�$�	��%��


����� "��#� > ��	���� ������	� �
� ������� �� ���!��� ���� ��� �����6
�����

|x− (a− h)|+ |x− (a+ h)| ≤ 2τ

�� ���! ���� ��� �����������

|x− a| − |x| ≤ τ

������������

?'@ A�!��� ��� �� -��	��� ��� ����
 ������ ������� ��������

�����

�������� 3����	������ B����	���� 1++� '' ��� �(=',��

?(@ A�!��� ��� �� -��	���� ��� ������ ��� 
�� ������� ��������

�����

������ ��� ��������! ���
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��� �(='+��
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